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Abstract 
Let a group G act on an associative algebra A. One can form the algebraic crossed product 
A x G (cf. 1.3) which plays the role of a “noncommutative quotient” in Connes’s theory [6]. The 
cyclic homology of this algebra was studied extensively in a series of papers [4,8,10,16,17]. 
It is well known that this homology admits a decomposition into a direct sum (cf. 1.4) where 
the summands are indexed by conjugacy classes of elements of the group. Every direct summand 
is a limit of a spectral sequence whose E2 term is the homology of the group with coefficients 
in certain homology groups (cf. 1.5). These latter homology groups are the cyclic homology 
groups of the algebra if the conjugacy class is the identity element. 
In this paper we study this spectral sequence, and the generalized version to negative and 
periodique cyclic homology. The main result (cf. 2.6) is the description of the differential 
in the E2 term. More generally we define characteristic classes for the action of an algebra 
on a mixed complex. When the mixed complex is the natural one associated to a G-algebra A, 
and the operation is that of an automorphism group G of A, these classes determine the differ- 
ential d2 of this spectral sequence. We apply this result to obtain a description of the periodic 
cyclic homology of a crossed product by the fundamental group of a Riemann surface (cf. 3.1). 
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0. Introduction 
Burghelea, [3], et Karoubi, [Ill, ont calcule la cohomologie cyclique de l’algebre du 
groupe k(G), oh G est un groupe discret. Feigin-Tsygan [S], prolongent ces rksultats 
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et montrent que l’homologie cyclique HC*(A xG) du produit croid A >a G d’une G- 
algebre A, se decompose en somme directe (1.4), ou chaque composante est limite 
d’une suite spectrale (Theo&me 1.5), voir aussi la suite spectrale de Brylinski [4] 
en homologie de Hochschild. La suite spectrale de Feigin-Tsygan est generalisee aux 
diverses variantes de l’homologie cyclique par Getzler et Jones [lo]. 
Si G est un groupe libre de systeme de generateurs (qi)iEr, la suite spectrale est con- 
cent&e sur deux colonnes et degenere en une suite exacte qui donne les resultats de 
Nistor [16] et de Nest [17] dans le cas du groupe Z. L’objectif de ce papier est l’etude 
de cette suite spectrale dans le cas ou le groupe admet des relations, ce qui permettra 
de prolonger les resultats de Nest et Nistor a d’autres classes de groupes. 
Notre approche est basee sur la theorie des classes caractbristiques secondes in- 
troduites par A. Legrand pour determiner la differentielle de la suite spectrale de 
Serre d’une fibration. On montre que pour chaque classe [q] de conjugaisons de G, la 
differentielle d2 : H,,(Gg, HC,(A, ag, ord(q); W)) --f H,_l(Gg, HC,+l(A, a,, ord(q); W)) 
de la suite spectrale de Feigin-Tsygan associee, est un produit de Yoneda par une 
classe 
@&A WI E ~&WC&, a,, ord(g); W>, HC,+I(A, a,,ord(q); W)) 
oti HC*(A, a,, ord(q); W) est une des homologies (d’Hochschild, cyclique, cyclique 
negative et cyclique ptriodique) associees a l’algebre A (voir 1 ), et Gg est le centralisa- 
teur de q dans G. Cette classe, qui peut &re non nulle meme si HC*(A, a4, ord(q); W) 
est un Gg-module trivial, est caracteristique de l’operation de G sur A. Sur 
Lln corps 
@,(q,A, W) E H2(Gg,HMHC4(A, a,,ord(q); W), HC,+l(A, ag, ord(q); W)) 
est done associe aux relations du groupe. Notons par exemple, que l’operateur de 
Connes S : H&(@(G)) -+ HC*_z(@(G)), est entierement determine par ces classes. 
Des classes de mCme type ont tte introduites en K-thtorie par E. Fieux [9], pour 
calculer la differentielle de la suite spectrale de Kasparov. 
La construction de ces classes caracteristiques est faite dans le paragraphe 2 dans 
le cas general de l’operation d’une algebre sur un complexe mixte. Dans le meme 
paragraphe on montre que ces classes determinent la differentielle d’une suite spec- 
trale associee a cette operation. Ces resultats, appliques a l’algebre produit croise, 
permettent de calculer la differentielle de la suite spectrale de Feigin-Tsygan. Dans 
le paragraphe 3, on en deduit des suites exactes donnant l’homologie cyclique du 
produit croise par un groupe de surface. Le paragraphe 1 est consacre a des rappels 
sur l’homologie cyclique et sur l’algebre produit croise, ainsi que le prolongement 
de la suite spectrale de Feigin-Tsygan aux diverses variantes de l’homologie cyclique 
tordue. 
Je remercie A. Legrand pour l’aide et le soutien qu’il a apportt a l’elaboration de 
cet article, ainsi que B.L. Tsygan pour les discussions que j’ai eu avec lui sur le sujet. 
Je remercie I. Moerdijk pour l’aide et l’interet qu’il a apporte a ce travail. 
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1. Homologie cyclique, complexes mixtes et prod&s croisks 
1.1. Rappelons quelques constructions likes a la notion d’objets cycliques tordus intro- 
duite par Feigin-Tsygan, [8], qui generalise la notion d’objets cycliques de Comres, [7]. 
Soit k un anneau fix& pour r un entier 1 5 r < 00 un r-module cyclique (X,, 4, si, tn)nE~ 
est un module simplicial avec des morphismes faces dj :X,+1 -+X,, et des morphismes 
dbgtnerescences si :X,,_t +X,,, 0 < i 5 n. De plus on a un morphisme t :X, +X,, pour 
chaque n tel que t’(“+‘) = 1, satisfaisant aux identites uivantes: 
tn-14-1, llil?Z, 
ditn = 
d n, i=O; 
{ 
tn+1+-1, l<i<n, 
gt, = 
tn:pn, i=O. 
Un complexe mixte (A4, b,B), [12], est la domree d’un k-module A4 grad& positive- 
ment, d’une differentielle b sur M de degre - 1, et d’une differentielle B sur M de 
degre + 1 tel que bB + Bb = 0. 
On note k[u] l’anneau des polynomes, oti u est de degre -2, W un k[u]-module 
gradut et M[[u]] le module gradue des series formelles en U, a coefficients dans un 
complexe mixte M, muni de la differentielle b + uB. Le complexe A~[[u]] @&[u] W est 
alors muni de la differentielle (b + uB) 63 1. L’homologie cyclique de A4 a coefficients 
dans W est, par definition: 
HC*(k’& w) =%(M[[u]] @k[u] w). 
Suivant [lo] on dtfinit les differentes homologies cycliques d’un complexe mixte par: 
HC*(M, k[u]) = H&Y(M), homologie cyclique negative 
HC*(M, k[u, u-l]) = PHC*(M), homologie cyclique periodique 
HC&4, k[u, u-‘]/uk[u]) = HC&4), homologie cyclique 
HC*(M, k[u]/uk[u]) = HH*(M), homologie de Hochschild. 
1.2. Soient A une k-algebre, et a E Aut(A) tel que CI’ = 1, on obtient t,m r-module 
cyclique note Az,r en posant: A:,,(n) =A@@+r), et 
di(as 8 ~18 . . . ~U,)=(UO~Ul~...~Ui.Ui+l~...~Ua,), O<i<n--1, 
dn(uo@ul@ -+. @a,) =(a(u,).uo@u~ @ .e. @ua,_l), 
si(UO 8 Ul C3 “‘~“a,)=(uO~Ul~“‘~Ui~llUj+l~...~Ua,), oii<n, 
tn(uo@ul@ ... @Ua,) =(a(U,)@uo@u1@ .-. c3Ua,_l). 
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Le r-module cyclique AZ,, dtfini un complexe mixte tordu note C*(A,a,r) avec: 
b= e(-l)‘di; B=(l - 2”)s T = (-l)“&. 
i=O 
De la meme man&e que darts le cas classique de l’homologie cyclique (i.e. I- = 1, 
CI = l), on associe des theories d’homologie cyclique tordue definies par: 
(1) Y < 00 HC*(A, CI, r; W) = H*(C*(‘% 4r)Kull @‘k[u] W)
et une suite exacte de Cormes: 
. . . ~HH*(A,a,r)~~C*(A,a,r)~,C*-2(A,a,r)~tHH*-,(A,a,r)--t ... 
(2) r=cc HC*(A,cc,oo)~HH*(A,a,oo); PHC*(A,&m)-O. 
1.3. Soit G un groupe discret qui opbre sur A par automorphismes g --) clg, G -% A&(A). 
On note A >a G, le produit croise algebrique de A par G. Le k-module sous-jacent est 
le produit tensoriel A 63 k(G), les elements sont les sommes finies C ugug, muni du 
produit associatif et unitaire donne par: 
(a,u,)(b/zw) = ac+@)u,fi, a,bEA, g,hEG. 
Dans le cas particulier A = k, on obtient l’algebre du groupe k(G). Pour g E G, soient 
Gg = {h E G / gh = hg} le centralisateur de g dans G, (g) le sous groupe engendre par 
g dans Gg et Ng = Gg/(g) le normalisateur. Notons par (G) l’ensemble des classes de 
conjugaisons de G et [g] = {hgh-l/h E G} la classe de conjugaison de g dans G. Notons 
par (c)fin (resp, (G),) 1 es classes de conjugaisons des elements d’ordre fini (resp, 
infini). Le module cyclique (A >a G)’ ainsi que les groupes d’homologie se decomposent 
en une somme directe 
1.4. 
(A MC)’ = $ (A xG)tgl; HC*(A HG; W)= @ HC*(A xG; W)[,l 
MC(G) ME(G) 
oh HC*(A x G; W)[,j est l’homologie cyclique de (A xG)fgl, le sous module cyclique 
engendre par les elements: 
avec g0.91...gnEb1. 
Pour chaque classe de conjugaisons [g], on a un ord(g)-module cyclique note 
A~y,Ordcgj. Vest un Gg-module pour l’operation 
h.(aoBal@ ‘.’ @~a,)=(~l/z(~e)@~/z(at)@ **. @~lh(~n)) hEGg, UiEA. 
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Cette operation induit une structure de Gg-module sur HC*(A, ag, o&(g); W). Le 
theoreme suivant prolonge la suite spectrale de Feigin-Tsygan dans les diverses vari- 
antes de l’homologie cyclique 
1.5 ThkorSme. Pour chaque g E G d’ordre jni, il existe une suite spectrale qui part 
de 
E$ = Hp<Gg, HC,(A, ag, ord(g); W) 
- si W = k[u]/uk[u] elle converge uers HH*(A N G)cgl; 
_ si W = k[u, u-*]/uk[u] elle converge vers HC*(A >a G&l; 
_ si Ge est de dimension homologique jnie, et W = k[u, u-‘1 (resp., k[u]) elle con- 
verge vers PHC*(A xG)[,J (resp, HC<(A xG)[,J). 
Dans [ 161 V. Nistor montre que pour g d’ordre infini, et Ng de dimension homolo- 
gique fini l’operateur S de Comres sur HC*(A x G)[,] est nilpotent, d’d le resultat 
suivant de Nistor. 
1.5.1. Proposition. 
PHC*(A M G) = @ PHC*(A >a G)[,]. 
Me (a)jfi 
Suivant P. Baum-A. Connes [2], notons par F(G) = $[elE(ajjnk(G) &(Gsjk, et par: 
H,,(GJ(G)) = @f$(GJ(G)); Hrrdd(G,F(G))=~~j+l(GiF(G)). 
i j 
1.6. Theo&me (Burghelea [3]). Sur un corps k de caracttristique zero, et pour un 
groupe de dimension homologique jinie alors: 
PHC*(k(G)) cv 
H,,(G,F(G)) * =pair 
HO&G, F( G)) * = imp. 
Notons par t un generateur de Z, I’algebre produit croise A ML est exactement 
I’algebre A[t, t-‘1 des polynomes de Laurent a coefficient dans A. Du theoreme prece- 
dent en deduit le resultat classique suivant. 
1.6-l. Corollaire. 
PHC*(k[t, t-l]) = k @ k. 
Dkmonstration du Thkor&me 1.6. Si g est d’ordre fini, la suite spectrale de Hochschild- 
Lyndon-Serre associee a l’extension: 0 --f (g) -+ Gg -+ Ng + 0 dtgenere et domre 
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l’isomorphisme H*(W, k) =I&(Gg,k). Si A = k, la suite spectrale du Theoreme 1.5 
en homologie cyclique periodique dtgenere et on obtient: 
$j H2j(Gg, k), * =pair, 
PffC*(k(G))[gl = 
$jH2j+l(Gg,k), *=imp. 
De la Proposition 1.5.1 en deduit: 
PHC*(k(G)) 21 
@[glE(G)tin @j &(Gg,k), * =pair 
(33 ME (G)fi. @jffzj+l(G’,k), * = imp 
du lemme Shapiro en deduit: 
@j ff2j(G,F(G)), * =pair, 
@jH2j+l(G,F(G)), *=imp. I? 
2. Classes caractkristiques secondes en homologie cyclique 
2.1. Soient r une k-algbbre, et (M, b,B) un complexe mixte. On dit que (A4, b,B) 
est un I’-complexe mixte si (A4,b) est un r-module differentiel gradue, et B est un 
morphisme de r-modules. Pour une G-algbbre associative A, oti G est un groupe 
discret, le complexe mixte (C*(A, 1, 1 ), b,B)) est un k( G)-complexe mixte. 
La structure de r-complexe mixte sur (k4, b,B) induit une structure de r-module 
differentiel grad& sur le complexe A~[[u]] @k[u~ W. Considerons les suites exactes suiv- 
antes 
e:(M) : 0 + HC*+1(M, W) -+ z;+1 -+ B* + 0, 
e*(M):O--tB*--tZ*--tHC*(M,W)~O 
od Z*, B*, Z& sont respectivement cycle, bord et conoyau de la differentielle d = b + uB. 
Ces extensions definissent des classes 
[ei+@4)] E Ext~(HC*+l(M, W),&); [4Wl E l#@*,HC+(M, W)). 
Le produit U de Yoneda, [18], des classes [e!+(M)], [e*(M)] d&nit une classe: 
@+W, W) = [e*(M)1 U [et&O] E Ex$(HG(M, W),HC*+I(M, W)). 
2.2. Dbfinition. On appelle classe caracteristique seconde associee au complexe mixte 
(n/i, b, B) la classe O&4, W). 
Pour chaque entier 4, la classe O*(M, W) determine une classe: 
@,(M W) E Ex@C,(M W), ffCq+l(M W)). 
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Plus generalement les groupes Exf;l(HC*(M, W), HC*+t(M, W)) associes A un 
r-complexe mixte (44, b,B) entrent dans une longue suite exacte, qu’on donne ici dans 
le cadre des homologies cycliques, comme cas particulier de celle traitee 
dans [5]. 
2.3. Proposition. Soit (M, b,B) un r-complexe mixte, oti r est projective SW un 
armeau hkrkditaire. AIors on a la longue suite exacte fonctorielle: 
+ ~“(r, Hom(HCtW, w), HG+l(M WI>> 
-+ Ext;(HG(M, W), HG+I(M, W)> 
+H”-‘(I-,Ext(HC*(M, W),HC*+l(M, W)))--r 
2.4. Suite spectrale d’un r-complexe mixte. Soient J*,N* des r-modules gradues A 
gauche, et C* un r-module grad& h droite, projectif en tant que r-module dont la 
gradution est bornee inferieurement. Le morphisme nature1 
Hom;(Ji,L)@(C* @rJtc) + C* @i-Ix 
(oti I* est une resolution r-injective de N* ) induit un produit 
n:Ext;~*(Ji,N*)@H*(C* @rJi)+Hz+(C* @r&c). 
Soit (M, b, B) un r-complexe mixte, notons par 6 le produit tensoriel complete alge- 
brique, il est facile de voir que 
c* &- M[[ull 2 (G @r W[[ull- 
En effet les elements de degre k du module de gauche sont des sommes finies de 
termes de la forme: 
avec k - I 2 cc et j + 21 _> 0 nz(’ E Mj+z,. La filtration: 
Fp = C (Cj Gr (M[[~ll @/s[u] W>) 
O<jip 
donne naissance a une suite spectrale de premier terrne 
E;3q = H,(C* @r HC,(M, W)). 
266 A. Bella Bacil Journal of Pure and Applied Algebra 132 (1998) 259-273 
En particulier dans le cas oii C* est la bar-construction reduite B(T) de l’algebre r 
[ 151, on obtient le resultat suivant: 
2.5. ThCorkme. Pour un r-complexe mixte (M, b, B), on a une suite spectrale 
E;,q = H,(r, HC,(M, WI, 
si r est de dimension homologique jnie, elle converge uers HC,+,(B(T) @r M, W). 
Le thboreme precedent donne en particulier, pour r = k(Gg ) et M = &(A, clg, ord(g)) 
les suites spectrales du theoreme (1.5). Avec l’isomorphisme, [8], 
B(Gg) 8’~s &(A, clg, ord(g)) = (A x G)Fgl. 
Montrons maintenant que les classes caracteristiques econdes determinent la differen- 
tielle 
4 : f$(r, ffC,(M WI) + HP-dr, HCq+lW, WI 
de la suite spectrale du theoreme precedent. 
2.6. Thkori?me. 
d2 = O,(M, W) n 
oti O,(M, W) est la classe caracttristique seconde associde au r-complexe mixte 
(M b, B). 
Pour demontrer le Theorbme 2.6, nous allons introduire une autre definition de la 
classe caracteristique seconde associee h un r-complexe mixte (M, b,B). En effet, soit 
Zz une resolution r-injective de HC*(M, W). Le premier terme de la suite spectrale 
associee a la filtration F* de Homr(M[[u]] 8~~1 W,I,*) par le degrt de la resolution 
est: 
EFq = Ext;(HC*(M, W), HC*_,(M, W)). 
En particulier: 
&’ = Homr(HC*(M, W), HC*(M, W)) 
l’image de 1 E&O par la differentielle 82 de cette suite spectrale, est une classe 
Q*(M, W) = a,[11 E Ext$(HC*(M, W), HC*+l(M, W)). 
De la m&me man&-e que dans [13], on montre que la classe !&(M, W) est l’opposee 
de la classe caracteristique seconde O*(M, W). 
Dbmonstration du thkor&me. Soit F_, la filtration SUT B*(r) @r I,* telle que: 
&,(B*(r)@rI,*)= c Bi(r)%-$. 
i--j& 
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La suite spectrale de premier terme ‘E*,* associee a la filtration precedente dtgenere, 
et la differentielle & est nulle. Soit o le morphisme: 
defini par: 
oti f E Hum~(M[[ull 63’k[u~ JVJ,*>, c E&(r) et 112 EMHull @k[u~ W.
Notons par F* la filtration de B*(r)bj- (M[[u]] &tu] W) par le degre de B*(T). Le 
morphisme 0 induit un produit au niveau des suites spectrales: 
n : g @ E;,q +2 &&+f. 
Le diagramme suivant: 
est commutatif, avec D2 = 82 ISI 1 + 1 @I d2. Comme la differentielle de la suite spectrale 
2E* * ( est nulle, alors pour x dans H,(T, HC,(M, W)), on a: 
Le fait que la classe Q,(M, W) est l’oppode de la classe caracteristique seconde 
O&M, W), entraine alors le theoreme. !J 
Revenons maintenant au produit croid, la structure de Gg module sur Aig,o,d(gj induit 
une structure de k(Gg)-complexe mixte sur &(A, clg, ord(g)). Soit O,(g,A, W) E Exf& 
(HC&, clg, m-d(g); W), HCq+l(A, ctg, ord(g); W)) la classe caracteristique seconde as- 
sociee. Notons par 
d; : f&(Gg, K&4 mg, or@); W)) -+ ff.,-2(Gg, HC,+IV, ag, ord(g); W)) 
la differentielle de la suite spectrale du Thtoreme 1.5. Du theoreme precedent en dtduit 
2.6.1. Corollaire. 
d; = O,(g,A, W) n. 
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3. Produits croisks et groupes de surfaces 
Rappelons qu’un groupe de surface G, est de dimension (co)-homologique &gale a 
deux, et admet la presentation G = (ai, Pi,R(ai, pi)), Oil les c(i, j3i sont les generateures et 
R(ai, pi) la relation. C’est un groupe sans torsion, notons par F = (xi, pi) le groupe libre 
ayant les memes generateures, et par PHC* = PHCpai, @ PHCimp, la &graduation de 
l’homologie cyclique periodique. Le thtoreme suivant est enonce en homologie cyclique 
periodique mais on a des rtsultats de m&me type dans les autres homologies cycliques. 
Si l’optration de G est triviale sur PHC*(A), alors: 
3.1. ThiZorBme. II existe une suite exacte h six termes: 
PHCpadA xF) A PHCp,i,(A x G) A H2(G, PHCpair(A)) 
7 
a 
I 
a 
H2(G,PHGmp(A))- PHCimp(A x G) - PHCimp(A )Q F) 
L’optrateur bord 8 est don& par la classe caracthistique 
O,(e,A,k[u, U-‘1) E EXt$(PHC&(A), PHCimp(A)). 
Dkmonstration. La suite spectrale associte a G, not&e E$,,(G), est concentree sur les 
trois colonnes p = 0, 1,2. Les deux premiere colonnes correspondent a la suite spectrale 
not&e E:,,(F). 0 n en deduit la suite exacte de complexes 
On note par 3*(G) (resp, 3*(F)) la filtration sur l’aboutissement PHC*(A >aG), (resp 
PHC*(A MF)). D’une part, on a les suites exactes co&es deduites de la convergence 
(1) 0-,3;“(F)+31(F)+31(F)/30(F)+0, 
(2) 0-+3°(G)+31(G)+31(G)/30(G)+0, 
(3) 0+31(G)+32(G)+32(G)/31(G)+0 
d’autre part, on a les identifications suivantes: 
g’(G) = PHC,(A >d G), Zf(F) = PHC,(A xF), 
Z’(G)=E,OP,(G)=E&(G)= Cokerdz, 
Do(F) =E,oO,(F) =E&(F) =E&(G), 
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3l(F)/~‘(F)=E~_,(F)=E:,,_,(F)=E:,_,(G). 
On obtient les suites exactes: 
(l)*(l’) 0+4@)+PHC,(A >aF)+E;,,_,(G)+O, 
(2)*(2’) 0--,Cokerd2~3’(G)iE~.,_,(~),0, 
(3)+(3’) O+31(G)+PHCn(A xG)-,kerd2+0. 
Les suites exactes (1’) et (2) donnent le diagramme commutatif suivant: 
E;,,(G) 
0 -E&W - PHC,,(A xF) -E;,,-,(G)+0 
0 -+ Coker d2 - S’(G) --E:,,-,(G)+0 
d’oti la suite exacte: 
(4) O+Zmd2+PHC,,(A~F)-+J’(G)-+O. 
On obtient la suite exacte longue: 
AH~(G, PHC,_l(A)) -+ PHCn(A xF.1 
+ PHC,(A x G) --+ H2(G, PHC,_2(A)) -+ 
en contractant les suites exactes (l’), (3’) et (4). La demikre partie de la proposi- 
tion rksulte de ce que 8 est la diffhentielle d; qu’on a calculte dans le 
Corollaire 2.6.1. 0 
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3.2. Proposition. I1 existe une suite exacte & six termes 
PHCiq(A[t, t-l]) C-- 
1-U. 
PHGmp (A ) - PH&JA). 
DCmonstration. La suite spectrale prend la forme suivante 
E:,, = H&Z, PHCy,(A)) =+ PHC*(A xZ). 
Dans ce cas, on a uniquement deux colonnes p = 0,l les seuls termes non nuls sont: 
E;,* =Ho(Z, PHG(A)) =PHG(A)z, 
Et,* = HI@, PHC*(A)) = PHC*(A)“, 
et E2 =E”O. L’isomorphisme 
Ext;(PHC*(A), PHC*+l(A)) g H’(Z,Ext(PHC*(A), PHG+,(A))) 
dtduit de la Proposition 2.3 montre que la classe caractk-istique O,(e,A, k[u,u-‘1) est 
un element de H’(Z, Ext(PHC*(A), PHC*+l(A))). Le lemme suivant montre comment 
elle intervient dans la suite exacte prectdente. 0 
3.3. Lemme (Fieux [9]). Soient F un groupe libre de g&h-ateures (Cli)iEI, et A,B des 
F-modules. Toute classe 0 E H’(F, Ext(A,B)) d&ermine une suite exacte: 
oti aA :BiEI A 4 A dt’$ni par a(& ci)= @iEI(Ci - %S). 
Plus gentralement pour un groupe libre F de systemes de generateures (ai)iel. On 
obtient la generalisation suivante 
3.4. Proposition. On a la suite exacte: 
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a(eiEl ci) = @iEI(Ci - E*,(Ci)) qui s’identz$e la classe caractPristique 
@*(l,A, W)EH’(F,Ext(PHC*(A),HC*+I(A))). 
On suppose maintenant G = Z*. C’est un groupe de surface qui admet la presentation 
(a282 [a, PI). 0 n su PP ose de plus que PHC*(A) est un H2-module trivial. Soit Z * Z 
le groupe libre a deux generateurs, a, fi. On dtduit du Theorbme 3.1 la proposition 
suivante 
3.5. Proposition. I1 existe urze suite exacte 2 six termes: 
PHCp,ir(A M Z * Z) ___f PHCp,ir(A >aZ*) - PHCpdA ) 
PHGmp(A ) c-- PHCiy(A ~2~) A PHCimp(A xZ*Z). 
L’opkrateur bord 13 est donnk par la classe caractt!ristique 
O,(e,A,k[u,u-‘1) E Ext$(PHC*(A), PHC*+l(A)). 
Precisons maintenant comment les classes caracteristiques determinent les groupes 
d’homologies PHC*(A >aZ2). 
3.6. Lemme (Fieux [9]). Soient A4,N des Hz-modules triviaux. On a I’isomorphisme 
Ext$(M, N) 2 Ext(M, N)2 $ Hom(M, N). 
D’apres ce lemme la classe @*(e, A, k[u, u-l 1) definit deux extensions 
O-PHC*(A)+PHC*(AM(M))+ PHG-l(A)+O, 
0 -+ PHC*(A) 4 PHC*(A X(P)) + PHC*_l(A) + 0, 
correspondant aux groupes libres engendres par les deux generateurs, et une application 
PHCimp(A) -+ PHC&,(A) qui determine en le composant par le premier morphisme 
PHC&(A) 4 PHCp,ir(A XZ * Z) de la Proposition 3.4, l’operateur bord de la suite 
exacte Proposition 3.5 dans ce cas. 
En effet. On note par Fl et F2 les groupes libres engendres respectivement 
par les gentrateurs a et p de E2. La relation de commutativite representee par la 
classe caracteristique seconde O,(e, A, k[u, u-l]), qui ici est un homomorphisme 
04(e,A,k[u, u-l]) : PHC*(A) --f PHG+l(A) permet de relier les suites exactes cour- 
tes associees aux operations de Fl et F2 et de determiner completement les groupes 
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PHC*(A >aP2). En effet, comme a et j commutent, l’automorphisme fi :Fl -Aut(A) 
induit une application 
p* : (A xF$ ---f (A >aF$ 
done au niveau de l’homologie une application 
j&i : PHC*(A W,) -+ PHG(A MI). 
On obtient le diagramme suivant: 
o + PHG+lU) - PHC*+l(A ~4) - PHG(A) + 0 
I 0=1-p* 
0 + PHC*+t(A) - PHG+I(A MFI) A PHG(A) + 0 
oti l’application 0, : PHC*(A) -+ PHC*+I(A) est definie par O,(a) = (1 - j&)(b) oti 
b est un relevement de u. 0, est un element de Hom(PHC*(A), PHG+I(A)) qui 
s’identifie a la classe O,( 1 ,A, k[u, u-l 3). 
Le groupe libre Z*E est engendre par les generateurs a et /I_ Dans la suite exacte de 
la Proposition 3.5 l’operateur bord 8 est le compose de O,(l,A,k[u,u-‘I): PHG(A) 
+ PHC*+l(A) avec le premier morphisme PHC*+t(A) --+ PHC*+I(A XE * 22) de la 
suite exacte Proposition 3.4. 
Bibliograpbie 
[l] A. Bella Baci, Differentielle de la suite spectrale de Fe&in-Tsygan-Nistor, C.R. Acad. Sci. Paris 315, 
Ser. I (1992) 531-536. 
[2] P. Baum, A. Connes, K-Theory for discrete groups, in: D. Evans, M. Take&i, (Eds.), Operator Algebras 
and Applications, Cambridge University Press, Cambridge, 1988, pp. l-20. 
[3] D. Burghelea, The homology of the group rings, Comm. Math. Helv. 60 (1985) 354-365. 
[4] J.L. Brylinski, Algebras associated with group actions and their homology, Brown preprint, 1987. 
[5] H. Cartan, S. Eilenberg, Homological Algebra, Princeton, 1956. 
[6] A. Connes, Non-Commutative Geometry, Academic Press, New York, 1994. 
[7] A. Connes, Cohomologie cyclique et Foncteur Ext n, C.R. Acad. Sci. Paris 296 (1983) 953-958. 
[S] B.L. Feigin, B.L. Tsygan, Additive K-theory, Lecture Notes in Mathematics, vol. 1289, Springer, Berlin, 
1987. 
[9] E. Fieux, Classes caracteristiques dune n-algbre et suite spectrale en K-theorie bivariante, K-Theory 5 
(1991) 71-96. 
[lo] E. Getzler, J. Jones, The cyclic homology of crossed algebras, J. Reine Angew. Math. 445 (1993) 
161-174. 
[ll] M. Karoubi, Homologie cyclique et K-thkorie, Asterisque 149 (1987). 
[12] C. Kassel, Cyclic homology, comodules and mixed complexes, J. Algebra 107 (1988) 195-216. 
[13] A. Legrand, Caracterisation des operations d’algebres sur les modules differentiels, Compositio Math. 
66 (1988) 23-36. 
A, Bella BacilJournal of Pure and Applied Algebra 132 (1998) 259-273 273 
[ 141 J.L. Loday, Cyclic Homology, Grundl. Math. Wiss., Springer, Berlin, 1993. 
[15] S. Maclane, Homology, Springer, Berlin, 1963. 
[16] V. Nistor, Group cohomology and the cyclic cohomology of crossed products, Invent. Math. 99 (1990) 
41 l-424. 
[17] R. Nest, Cyclic cohomology of crossed products with Z, J. Funct. Anal. 80 (1988) 235-283. 
[18] N. Yoneda, On the homotopy theory of modules, J. Fat. Sci. Uni Tokyo (Sect. 1) 7 (1954) 193-227. 
